
















　 Arrow, Harris and Marschak(1951) および











































　本論文では，Bak et. al. のモデルを踏まえ，
Caplinのモデルに企業間の中間投入の相互作用を
導入することで，一般的なN ×N の行列による投




2 (S, s) 経済モデル
2.1 Caplinによる (S, s) 経済
　モデルの分析に入る前に，本論文で考察の対象と
する (S, s) 経済の複雑性について概観しよう。
　 Scarf(1960)は，一回生産するごとにそれぞれ固






る。すなわち、生産ロットを∆ = S − sとすると、
在庫の推移方程式は













ルをとる主体が単純に n個集まった経済を (S, s)経
済と定義し，再帰的集合上における確率分布などの
確率論的振る舞いを分析している注 2)。
定義 2.1 (Caplin(1985)). 次の (1)～(4)要素からな
る経済を (S, s)経済とよぶ。
(1) 企業の集合: N = (1, · · · , n).
(2) 外生的な需要プロセス:
y(t) = (y1(t), y2(t), · · · , yn(t)) ∈ Z+0 .
(3) (S, s)的調整ルール:
∀i ∈ N, (Si, si) with ∆i = Si − si > 1.
(4) 各企業の在庫水準の遷移式:
x�i(t) = xi(t)− yi(t) +mi(t)∆i.


























1 (b)のケースを見てみよう。図 1 (b)のケースが図
1 (a) のケースと異なるのは，マクロレベルでの在
庫ストックが 1単位少ないという点だけで，その他
注 1)本論文の理論的な分析の多くは，Dhar(1990)をはじめとする Sandpile Modelの数理的研究の成果に基づいている。Sandpile
















図 1: 投入産出関係を伴う場合の (S, s)在庫政策と在庫水準の推移
　この在庫調整過程の複雑さについて，もう一つ別
の例を見てみよう。図 1 (c) は，企業が (S, s) =(3,





として企業 2と企業 4へ 1単位ずつの派生需要が生
じる。この派生需要によって今度は企業 2と企業 4
























図 1: 投入産出関係を伴う場合の (S, s)在庫政策と在庫水準の推移
　この在庫調整過程の複雑さについて，もう一つ別
の例を見てみよう。図 1 (c) は，企業が (S, s) =(3,





として企業 2と企業 4へ 1単位ずつ 派生需要が生
じる。この派生需要によって今度は企業 2と企業 4



















































企業の集合をN = {1, · · · , n} とし，各企業のイン
デックスを i ∈ N とする。各企業 iの在庫ストック
の水準を状態変数 xiとし，在庫ストックの配列を
在庫配列ベクトル x = (x1, · · · , xn)とする。状態変
数ベクトルの空間 X は
X = {x ∈ Zn | xi ≥ 0,∀i ∈ N} (2)
である。各企業 i ∈ N は固有の値 (Si, si)で特徴付
けられる (S, s)調整ルールに従っているとする注 3)。
この (S, s)調整ルールのもとでの安定な在庫配列ベ
クトルの空間 S は







だけ減少させるとする注 4)。よって企業 iが 1回生
産を行うときのすべての企業の在庫の変動は，ネッ

















∆11 ∆12 · · · ∆1n
∆21 ∆22 · · · ∆2n
...
... . . .
...






注 4)この ∆ij の項によって，各企業に固有の (Si, si)調整ルールが局所的な安定化の作用を通じて (S, s)的な折りたたみの効果を
他の主体へと伝播していく仕組みを明示的に示している。
注 5)財 iの価格を pi と一般化しても，全ての財の価格が正である限り，pi∆ij = ∆˜ij と変換すれば本論の議論は変わらない。








条件 3.1. ∆は，次の条件 1～4をみたす。
1. すべての企業 iの生産ロットサイズは必ず正
である（∀i ∈ N, ∆ii = Si − si > 0）。
2. 中間財需要による在庫ストックの変化は非正
である（∀i, j ∈ N, ∆ij ≤ 0）。
3. すべての企業 iの利潤は非負である。


























生産オペレータ φi は企業 iの (S, s)調整ルールに
基づく局所的な安定化作用素である。
　在庫配列ベクトル xが安定な空間 S の外にあり
下限 si を下回る企業がある限り，生産オペレータ




















作用するかを定義しよう。まず x ∈ S において企
業 iに生じる 1単位の外生需要を，次のような演算
Υi : S → X として定義する。




定義 3.3. 安定な空間 S から安定な空間 S に写す
写像 ai : S → S を
ai(x) = Φ ·Υi(x) (9)
と表し、これを外生需要オペレータと呼ぶ。









定義 3.4. 次の (1)～(4)の要素からなる経済を，一
般化された (S, s)経済とよぶ。
(1) 企業の集合: N = (1, · · · , n)
(2) 外生的な需要プロセス:
y(t) = (y1(t), y2(t), · · · , yn(t)) ∈ Z+0
(3) 行列∆で表される (S, s)的調整ルール
















(P1) 安定化オペレータ Φ は有限時間内に収束す
るか。
(P2) Φは一意の在庫配列ベクトル x ∈ Sに収束す
るか。
(P3) Φを構成するm = (m1, · · · ,mn)は一意か。
(P1)は，(S, s)経済モデルにおける基礎的な安定性






































分集合 Nˆ ⊂ Nであり，かつ∀i ∈ Nˆ ,
�







命題 4.1. 行列∆が条件 3.1をみたすとき，安定化
オペレータ Φが S 上のある点 xに有限時間内に収
束するための十分条件は，行列∆が分解不能行列
であることである注 7)。
証明. 背理法を用いる。はじめに演算 Φ が有限時
間内に収束しないと仮定する。このとき，少なくと
も 2つ以上の企業 i ∈ Nˆ が安定化の過程の中で無
限回の生産を行うことになる。しかし行列∆が分
解不能行列であれば，行列∆が随伴するグラフ上
の任意の企業 i ∈ Nˆ から企業 k ∈ N/{Nˆ}の間に経
路が存在する。したがって安定化オペレータ Φに
注 7)投入産出行列 ∆を企業間のネットワークの隣接行列としてみるとき，∆表されるグラフにおいて経路 pass が存在するとは，
∆ij �= 0である主体 iと主体 jをつなげていくことで，二つの主体をつなぐことができることをいう。すべての主体 i, j ∈ N











系 4.1. 行列 ∆が条件 3.1をみたすとき，安定化


















φmii (x) = x+m∆ (10)
この表現を用いて，次の命題が得られる。
命題 4.2. 任意のx ∈ X に対して，演算Φi : X → S
におけるm = (m1, · · · ,mn)は一意である。
証明. 　安定化オペレータ Φがある在庫配列に収
束し，その間に生産を行う企業の流列がそれぞれ異
なった {i1, · · · , ik}，{j1, · · · , jh}で表されたとする。
これに対して安定化オペレータの演算を，それぞれ
Φ(x) = φi1 · · ·φik(x) =
�
i∈N
φmii (x) = x+m∆










（十分性）φi1 · · ·φik(x) ∈ S であり，かつ ∀j ∈
N,mj ≤ m�j，∃j ∈ N,mj < m�j であるとする。
このとき，生産オペレータの可換性から，次のよう
に整理することができる。












φの定義から，これは φi1 · · ·φik(x) = x+m∆と同
一の安定な在庫配列に収束する。
（必要性）φi1 · · ·φik(x) ∈ S であり，かつ

















(mi −m�i)∆ij ≤ 0
このとき∆ii > 0, ∆ij ≤ 0であるから，m�j < mj
である。したがってφj1 · · ·φjh(x) �∈ Sのとき，少な
くとも一つは強い不等号m�j < mjが成り立つ。
4.3 外生需要オペレータ aiの可換性






φmii (x− δi) = x− δi +m∆ (11)
ここで，外生需要が 1単位ではなく，企業 iに yi単








2 · · · aynn という合成写像とし
て作用することになる。もし同じ外生需要ベクト
注 8)この系は，産業連関分析におけるソロー条件と同等の意味の条件といえる。また，Chan(1994)は，より詳細な数学的議論に




ル y = (y1, · · · , yn)に対して，演算の順序を入れ替
えた
g = ay11 · · · a
yi
i · · · a
yj
j · · · a
yn
n
g� = ay11 · · · a
yj
j · · · a
yi











命題 4.3 (Dhar(1990)). 　 aiは可換である。すな








証明. 　いま任意の企業 i, j ∈ N に 1単位の外生需
要が生じたとする。ここで，すべての i, j ∈ N に









ンデックスの最小の数列を，それぞれ {i1, · · · , ik}，
{j1, · · · , jk} とする。このとき演算の全体は次のよ
うになる。
Φ ·Υj(Φ ·Υi(x))
= φjh · · ·φj2 · φj1 ·Υj (φik · · ·φi2 · φi1 ·Υi (x))
= x� ∈ S
k は最小の数であるから φik は必ず x に作用する。
また Υj は企業 jの在庫の水準を減少させるだけで




= φjh · · ·φj1 ·Υj (φik · · ·φi1 ·Υi (x))
= φjh · · ·φj1 · φik ·Υj
�
φik−1 · · ·φi1 ·Υi (x)
�
= φjh · · ·φj1 · φik · φik−1 ·Υj
�
φik−2 · · ·φi1 ·Υi (x)
�
· · · · · ·
= φjh · · ·φj1 · φik · · · · φi1 (Υj ·Υi (x))




g = ay11 · · · a
yi
i · · · a
yj
j · · · a
yn
n
= ay11 · · · a
yj
j · · · a
yi








ル y = (y1, · · · , yn)に対する複合的な (S, s)調整過
程の全体が一意の演算 gと表すことができる。複合
的な調整過程の間に生じる各企業 iの生産オペレー






ayii (x) = Φ(x− y) = x− y +m∆ (12)
注 9)Dhar(1990)による証明は，本論文のモデルに置き換えると次のようなものである。すなわち，任意の二つの生産オペレータ
の積 φi1φi2 は，それぞれの企業の生産によっての影響を受ける企業 jの在庫水準を xj +∆i1,j +∆i2,j に変換する。しかしこ
れは演算の順序を変え φi2φi1 としても xj +∆i2,j +∆i1,j であるから同等である。よって局所的安定化作用素 φi は可換であ
り，このことから ai の可換性も成り立つ。しかし Dhar(1990)のこの証明の議論は，φi の可換性と ai の可換性を混同したも
のであり，必ずしも外生的攪乱作用素 ai の可換性を証明していることにはならない。
注 10)Dhar(1990)は，このような可換な（アーベル的な）演算によって記述できる (S, s)的調整モデルのクラスを Abelian Sandpile




表 1: 一般化された (S, s)経済の産業連関構造
中間需要 外生需要 在庫変動 総生産












−m1(t)∆1n · · · −mi(t)∆in · · · 0 yn(t) xn(t+ 1)− xn(t) mn(t)∆nn
付加価値 Π1(t) · · · Πi(t) · · · Πn(t)
総生産 m1(t)∆11 · · · mi(t)∆ii · · · mn(t)∆nn
ここで企業 jの要素だけを取り出して，企業 jの在
庫保有の遷移方程式を得ると次のようになる。










































定理 4.1. 投入産出行列 ∆ が条件 3.1 をみたし
かつ分解不能ならば， 外生需要ベクトル y =






　安定な在庫配列ベクトル x ∈ S の中で，任意









x ∈ S |
�
i∈N























avii (x) = x









































































　Rの定義から，ある x1 ∈ Rをについて
�
i∈N
amii (x1) = x1







A ≡ {x2 ∈ R | e1(x2) = x2}
を取ると，x1 ∈ AだからA �= φである。また，こ
こで任意の g ∈ Gによって写された g(x2)について，
可換性から e1(g(x2)) = g(e1(x2)) = g(x2) となる
ため，A ⊃ R 。したがってA = Rである。これよ

























 ai = e
となり、gg−1 = g−1g = eとなる逆元 g−1が存在す

























軌道を G(x1) = {g(x1) ∈ R | g ∈ G} ，Gの x1に





|G| = |R| (17)
証明. x1 の軌道 G(x1) は，R を全て覆うから
G(x1) = {x1, x2, x3, · · · , x|R|}となる。したがって
|G(x1)| = |R|。
　次に，x1 を xk に写す元 gk , g�k ∈ G をとると
gk(x1) = g�k(x1) = xk 。ここで gk の逆元が存在
して g−1k g�k(x1) = x1となるので，固定部分群の元
g−1k g�k ∈ Gx1である。g�k ∈ gkGx1と変形すれば，任











　ここで，群 G の元 g が， G の Gx1 による左剰
余類 gkGx1 の元であるということと， gk は x1 が
xk を通るような軌道を与えるということは同値で
あるから，
g�1 ∈ g1Gx1 ⇔ g�1(x1) = x1
g�2 ∈ g2Gx1 ⇔ g�2(x1) = x2
...
g�|R| ∈ g|R|Gx1 ⇔ g
�(x1)|R| = x|R|
となり，Gの Gx1 の左剰余類の集合と軌道 G(x1)
とが 1 対 1 に対応する。gi = g�i とすると |G| =
|G(x1)| = |R|。
5.3 再帰的配列の集合Rの位数
　外生需要ベクトル v の集合 Zn から Gへの写像
Mを次のように定義しよう。
M : Zn −→ G
∈ ∈ (18)





補題 5.1. 　M : Zn → Gは準同型写像である。
証明. 写像Mの定義から






































































avii (x) = x− v +m∆
となるから，これより













Z∆i ∼= G (21)





|R| = det∆ (22)
証明. 命題 5.4と命題 5.5から，




右辺は vol(∆) = det∆に等しい。
　以上の議論から，次の結論が得られる。
定理 5.1. 再帰的な在庫配列の集合のサイズ |R|
は，投入産出構造を表す行列∆の行列式によって
決まる。








り注ぐと仮定する。企業 i ∈ N に需要が生じる確
率 piは，0 ≤ pi ≤ 1,
�
i p1 = 1をみたす。
　 ∀x ∈ Rに対して xの測度を πt(x)とすると，マ
スター方程式は













f(aix = x�) =


1 if x = a−1i x�
0 otherwise
および
P (x�, x) =
N�
i=1
pif(a−1i x = x
�),











証明. 　 ai : x �→ aixは 1対 1写像（bijection）で
あるから，ai を作用させて xになる配列 a−1i x →
x → aixが一意に決まり f(a−1i x = x) = f(x =
aix) = 1，それ以外は 0ということになる。した
がって
























ることを示せば十分である。一様測度 πt(a−1i x) =
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